
Equivalents de séries entières sur le bord du cercle de
convergence.

Rémi Lajugie

On considère (an) et (bn) deux suites à termes positifs dont les séries entières associées sont de rayon
de convergence au moins un. On appelle An (resp Bn) la n-ème somme partielle de la série associée à (an)
(resp (bn))

Théorème 1 Si ∀n, bn > 0 et ∑
n∈N bn diverge et si an

bn
→ l, alors limx→1−

∑
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Preuve :
Commençons par traduire les hypothèses de ce théorème. ∀ε > 0,∃N0,∀n ≥ N0, |an − lbn| ≤ εbn.
Prouvons le résultat : Fixons ε > 0 et N0 tel que ∀ε > 0, ∃N0, ∀n ≥ N0, |an − lbn| ≤ εbn. On a :
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Or ∑
n∈N bnx

n tend vers +∞ en 1−. On en déduit alors le résultat en prenant x assez proche de 1.

Théorème 2 Si ∀n, bn > 0 et ∑
n∈N bn diverge et si An

Bn
→ l, alors limx→1−

∑
n∈N anxn∑
n∈N bnxn = l.

Preuve :
On remarque alors que ∑

n∈NAnx
n est le produit de Cauchy de la série géométrique et de ∑

n anx
n. De

même pour Bn. Le théorème précédent nous donne alors que

lim
x→1−

∑
n∈NAnx
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= l.

Soit encore
lim

x→1−
(1− x) ∑

n∈NAnx
n

(1− x) ∑
n∈NBnxn

= l.

Proposition 1 Application : étude d’une série entière lacunaire. Soit ∑
n∈N x

2n. Cette série est équiva-
lente en 1− à −ln(1−x)

ln(2) .

Cette série a un rayon de convergence égal à 1. On remarque que ln(2)An = bln(n)c. Si on introduit
bn = 1

n
, on a An/Bn → ln(2), (par la série harmonique). On obtient alors l’équivalent de l’énoncé.
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