Equivalents de séries entieres sur le bord du cercle de
convergence.

Rémi Lajugie

On considere (a,) et (b,) deux suites a termes positifs dont les séries entieres associées sont de rayon
de convergence au moins un. On appelle A4,, (resp B,,) la n-eme somme partielle de la série associée a (a,,)

(resp (bn))

Théoreme 1 SiVn,b, >0 et 3, cnb, diverge et si 3 — 1, alors lim,_,;- % =1.
" neN n®

Preuve :
Commengons par traduire les hypotheses de ce théoreme. Ve > 0, 3Ny, Vn > Ny, |a, — lb,| < €b,.
Prouvons le résultat : Fixons € > 0 et Ny tel que Ve > 0, 3Ny, Vn > Ny, |a,, — Ib,| < €b,. On a :
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Or Y ,cn bp2™ tend vers 400 en 17. On en déduit alors le résultat en prenant x assez proche de 1.

Théoreme 2 SiVn,b, >0 et 3, cnb, diverge et si g—: — 1, alors lim,_,;- %”izm =1.

Preuve :

On remarque alors que >, cy Anz™ est le produit de Cauchy de la série géométrique et de Y, a,z™. De
méme pour B,,. Le théoréme précédent nous donne alors que

n
lim ZneN Anx
a—1= Y oy Bpa®

= 1.

Soit encore .
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Proposition 1 Application : étude d’une série entiére lacunaire. Soit 3., ey x? . Cette série est équiva-
—In(1—x)

lente en 1~ a n(®)

Cette série a un rayon de convergence égal & 1. On remarque que In(2)A, = |In(n)]. Si on introduit
b, =%, ona A,/B, — In(2), (par la série harmonique). On obtient alors I'équivalent de I’énoncé.
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