Loi de réciprocité quadratique par les formes quadratiques.

Rémi Lajugie

Pour pouvoir présenter ce développement, il vaut mieux avoir travaillé la théorie des formes bilinéaires
symétriques et des formes quadratiques. On rappelle un fait et deux propositions qui nous seront fort
utiles.

Fait 1 Le nombre de solutions da ’équation 1+ px* = 0 dans F, est (%) + 1.
Proposition 1 Le symbole de Legendre (%), vérifie (%) = pq2;1 dans 7./ qZ.
Théoreme 1 Soit p,q deux nombres premiers impairs, alors on a (g) (%) = (1))
Preuve :
L’idée est de compter de deux manieres différentes le nombre d’éléments de la boule unité de F-.
Etape 1 : un premier comptage. On fait agir Z/pZ sur les p-uplets constituant la boule unité B de F?
par permutation circulaire. Comme le groupe est simple car d’ordre premier, il n’y a que des stabilisateurs
triviaux (égaux soit au singleton {1} soit a Z/pZ). On peut alors distinguer deux types d’orbites :

1. Les singletons, de stabilisateur Z/pZ. 11 y en a autant que de solutions & pz? = 1 soit (g) + 1 vu
le fait.
2. Les autres dont le cardinal est forcément p.

Ainsi comme les orbites partitionnent B, on en déduit |B| =1+ (%) [p].
Etape 2 : un deuziéme comptage.
Par la théorie des formes quadratiques sur les corps finis, les formes quadratiques associées aux matrices

0,1,0,0,...,0
1,0,0,0,...,0
I = 0’0’”"0 ,et A = [0,0,1,0,...,0], ou 6 = (—1)7=, sont congruentes (elles ont le méme
0o 0,0,...,0,1,0
R 0,0,...,1,0,0
0,0,...,0,0,6
déterminant donc méme discriminant). Donc les boules unités sont en bijection et ont le méme cardinal.
Posons d = %, Comptons les éléments de la boule : on les écrit sous la forme (y1, 21, ..., Ya, 24,t). 1ls

satisfont & y;2; + ...+ 6t = 1 et on compte le nombre d’éléments :
. (e
1. Siy; =...=yqs=0, on compte ¢%(1 + (%) 1Y),
2. Sinon, on a ¢%(¢? — 1) éléments.

. (p
On additionne et on a donc ¢%(¢¢ — 1+ 1+ (%) I’Tl))
FEtape 3 : On égalise le tout

On remarque que, modulo p, ¢¢ = (%) et il vient immédiatement que (%) (%) = (—1)@Q
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